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Ce chapitre généralise les notions abordées dans le chapitre Probabilités sur un univers fini au cas d’un
univers infini.

1 Univers et événements

1.1 Rappels

Définition 1.1 : Ezpérience aléatoire

On appelle expérience aléatoire une expérience dont le résultat n’est pas prévisible de facon certaine.
Un événement est une affirmation sur le résultat d’une expérience aléatoire.

Définition 1.2 : Univers

On appelle univers d’une expérience aléatoire, noté €2, I’ensemble des résultats possibles de ’expérience.
Un résultat de 'expérience est ainsi un élément w de ’ensemble ). Seul I'un d’entre eux est observé a
Iissue de 'expérience.

Définition 1.3 : Fvénement

Un événement est une partie A de Q, A € P(2) avec P(Q2) 'ensemble des parties de .

Remarque 1.4 : Vocabulaire des événements

e Un événement élémentaire est un événement constitué d’un seul élément.
e [événement A implique I’événement B si et seulement si A C B.
e [’événement contraire & A est A.

e L’événement 'les événements A et B sont réalisés” est représenté par A N B.

L’événement "l'un des deux événements A ou B est réalisé” est représenté par AU B.

Si ANB =@, A et B ne peuvent arriver en méme temps, ils sont incompatibles.

Définition 1.5 : Probabilité sur un univers fini

Si 2 est un ensemble fini, on appelle probabilité sur (2, P (2)) toute application

P:P(Q) —
A —
qui vérifie
o P(Q) = 1.
e Si ANB =1, alors P(AU B) =P(A) + P(B).
On dit alors que (2, P (2),P) est un espace probabilisé fini.

Parfois, I’ensemble des résultats ) peut étre infini : par exemple, si I'on s’intéresse au temps d’attente
dans une file, ou la taille d’une personne. Dans ces cas, tous les sous-ensembles de €2 ne forment peut-étre
pas des événements intéressants ou observables facilement : par exemple, "le temps d’attente est un nombre
irrationnel de secondes".

Lorsque 'univers est infini, il est parfois difficile de définir de maniére rigoureuse une probabilité sur
toutes les parties de €. Nous allons donc nous restreindre a certains sous-ensembles de P(€2).



1.2 Ensemble d’événements

Soit a présent 2 un ensemble, potentiellement infini. La définition suivante cherche a définir les propriétés
minimales que 'on attend d’un ensemble d’événements, noté A : il faut qu’il soit possible d’effectuer les
opérations classiques (intersection, réunion, complémentaire) sur les ensembles/événements de A, et ne pas
en sortir. Les trois conditions suivantes suffisent a garantir cela.

Définition 1.6 : Ensemble d’événements

Soit A un sous-ensemble de P(2). On dit que A est une ensemble d’événements si
e (Non vide) 2 € A.
e (Stabilité par passage au complémentaire) Si A € A, alors A € A.

e (Stabilité par union dénombrable) Si I est une partie de N (finie ou non) et (4,),c; est une suite
d’événements de A, alors

U A4n € A

nel

Tout élément de A est alors appelé événement. Le couple (€2,.4) est appelé espace probabilisable.

Il ne faut pas confondre un événement noté A avec ’ensemble d’événements A.

Exemple 1. Soit A une partie de ). Montrer que chacun des trois ensembles suivants est un ensemble
d’événements.

A = {@7 Q}7 As = {(Da A7Z7 Q} et A3 = P(Q)
Solution.
Dans le cas ou l'univers est fini, on travaillera généralement avec I’ensemble d’événements A = P(Q),

mais ce n’est pas obligatoire.

Exemple 2. Si on lance un dé et que l'on s’intéresse uniquement d la parité du résultat obtenu, on pourra
done, si on le souhaite, travailler uniquement sur cet ensemble d’événements. Soit Q = {1,2,3,4,5,6}, si le
joueur gagne lorsque la face est impair, alors on peut choisir d’utiliser :

A=<¢0, {1,3,5} , {2,4,6} ,Q
N—— ——

lejoueurgagne lejoueurperd

Le choix de I’ensemble d’événements dépend de la modélisation de I’expérience.

Propriété 1.7 : Ensemble d’événements

Soit A un ensemble d’événements. On a les propriétés suivantes :
e (Complémentaire de 'univers) () € A.
e (Stabilité par intersection/union) Si A, B € A, alors ANB e Aet AUB € A.
e (Stabilité par différence) Si A, B € A, alors A\ B € A.

e (Stabilité par intersection dénombrable) Si I est une partie de N (finie ou non) et (4,),c; est une
suite d’événements de A, alors

()A€ A

nel

Démonstration. A démontrer en exercice. O

Un ensemble d’événements est donc aussi stable par union (ou intersection) finie.



1.3 Intersection et union d’événements

Définition 1.8 : Intersection d’événements

Si I est une partie de N (finie ou non), (Ay),c; une suite d’événements de A, alors :

w e ﬂAn S Vnel weA,.
nel

Autrement dit, ﬂ A, est réalisé, si et seulement si, pour tout n € I, A,, est réalisé.
nel

Définition 1.9 : Union d’événements

Si I est une partie de N (finie ou non), (A;),c; une suite d’événements de A, alors :

welJ4n & Tnel,weA,.
nel

Autrement dit, U A, est réalisé, si et seulement si, il existe au moins un n € I pour lequel A,, est réalisé.
nel

1.4 Opérations sur les ensembles

Propriété 1.10 : Distributivité généralisée

Si I est une partie de N (finie ou non), (4,),,c; une suite d’événements de A et B un événement de A,

alors :

Bm(ﬂ An> =\ (BNA4,) et BU(U An) =JBuU4,).

nel nel nel nel

Propriété 1.11 : Lois de Morgan généralisées

Si I est une partie de N (finie ou non) et (Ay),o; une suite d’événements de A, alors :

Démonstration. Les démonstrations sont admises. O

Exemple 3. On lance une infinité de fois un dé. Pour n € N*, on note A, ’événement "on obtient 6 au
n-éme lancer”. On définit

400 - +°°7
A= U A, ainsi A= ﬂ A,
n=1 n=1

A est l’événement "on obtient au moins un 6" et A ’événement "on obtient aucun 6.



Définition 1.12 : Rappel : systeme complet d’événements

(Ap),cr est un systéme complet d’événements si cette famille forme une partition de Q :
e Vnel, A, #0,
o V(i,j) € I?,sii# j,alors A;NA; =10,

o Vnel, UAn:Q.
nel

Exemple 4. On lance une infinité de fois une piéce. Pour n € N*, on note A,, I’événement "on obtient pour
la premieére fois face au n-éme lancer". On définit également Ay I’événement "on obtient aucun face'. Alors
(Ap),en est un systéme complet d’événements.

2 Probabilités

2.1 Définitions

Définition 2.1 : Probabilité
On appelle probabilité sur (2,.4) toute application

P: A — [0,1]
A — P(A)
qui vérifie
e P(2)=1
e Pour toute famille (A,)ner de A deux & deux incompatibles (4; N A; = 0 si ¢ # j),

IP’(U An> => P(A,)
nel nel

On dit que P est o-additive.
On dit alors que (£2,.A,P) est un espace probabilisé.

En particulier, si (A, )ner est un systéme complet d’événements,

> P(Ay) =

nel

Propriété 2.2 : Probabilité

Une probabilité P sur (2, .4) vérifie

(i) Pour tout A € A, ]P’( ) =1-P(A4).

(i) P(0) =

(iii) Si AN B =10, alors P(AU B) = P(A4) + P(B).
(iv) Si A C B, alors P(A) < P(B).

Démonstration. A démontrer en exercice. O



Théoréme 2.3 : Formule du crible (ou de Poincaré) pour deur événements

Si A et B sont deux événements, alors :

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).

Théoreme 2.4 : Formule du crible pour trois événements

Si A, B et C sont trois événements, alors :
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB)-PANC)-P(BNC)+P(ANBNC).

Les démonstrations de ces théorémes sont similaires a celles vues dans le chapitre Probabilités sur un
univers fini.

2.2 Quasi-certitude, quasi-impossibilité

Définition 2.5 : Evénement négligeable

Un événement A € A est dit négligeable (ou quasi-impossible) si et seulement si P(A) = 0.

Un événement négligeable n’est pas forcément impossible, mais seulement extrémement improbable.

Exemple 5. La probabilité, en lancant une fléchette, qu’elle tombe au centre exact de la cible (ou n’importe
quel autre point précis), est nulle. L’événement n’est pas pour autant impossible.

Définition 2.6 : Fvénement presque sir

Un événement A € A est dit presque siir (ou quasi-certain) si et seulement si P(A) = 1.

Ces notions dépendent évidemment du choix de P. Une partie de {2 n’est pas négligeable ou presque siire
tant que ’on n’a pas défini de probabilité sur 2.

Exemple 6. On lance une infinité de fois une piece. Si la probabilité d’obtenir pile est p avec 0 < p < 1,
alors I’événement "on obtient que des piles” est négligeable et I’événement "on obtient au moins une fois face'
est presque sur.

2.3 Théorémes de la limite monotone

Théoréme 2.7 : Limite monotone (cas croissant)

Soit (€2,.4,P) un espace probabilisé. Si (A4;,)nen est une suite croissante d’événements de A :
YneN, A, C A1,

alors la suite (P(A,))nen est convergente et

+oo
v (nL:Jo A”) - "ETOOP(ATL)'



Démonstration. On remarque que la suite (P(A;,))nen est croissante, majorée par 1, donc d’apres le théoréme
de la limite monotone pour les suites, (P(A;))nen converge. On pose

—+00
A= U An, Bo=Ayp etpourneN, Byi1=A,41\ Ay
n=0
+o0
Alors A = U By, et comme la famille (B),),en est deux a deux incompatibles,
n=0

+o00 +00 +o0
P(A) =P (U Bn> = > P(Bn) =P(Ao) + Y_ (P(4,) = P(An_1)) = lim P(A,) (série téléscopique).
n=0 n=0 n=1

n—-+0o00

O

Théoréme 2.8 : Limite monotone (cas décroissant)

Soit (2,4, P) un espace probabilisé. Si (A4;,)nen est une suite décroissante d’événements de A :
VneN, A, CA,,

alors la suite (P(A,,))nen est convergente et
+oo
. <nDO A”) N ”BI-EOOP(An)'

Démonstration. On se ramene au cas croissant en passant au complémentaire, puisque si 4,41 C A, alors
A, C Aps1. On a donce d’apres le théoréme de limite monotone dans le cas croissant :

—+00

D’apres les lois de Morgan,

+007 +o0

U7, = ) A

n=0 n=0
D’ou

P (ﬁo An> =1-P (Uo An> =1 lim P(4,) = lim (1-P(4,)) = lim P(4,).
n=0 n=0

n—-+o0o n—-+o0o n—-400

Exemple 7. On lance indéfiniment un dé a 6 faces. Pour n € N*, on considére les événements
e A,="7" On n'obtient aucun 6 lors des n premiers lancers. ”
e A =7 On n'obtient jamais de 6. ”

Calculer P(A).

Solution.



Corollaire 2.9 : Limite monotone

Soit (€2,.4,P) un espace probabilisé. Si (A, )nen est une suite d’événements de A, alors :
+o00 n o0 n
g (k;Uo Ak) - ”ETOOP (kUO Ak) o b (kﬂo Ak) - ngl}rloop (k;ﬂo Ak) .
Démonstration. On pose, pour tout n € N|

Bn=JAr et Co=[)A
k=0 k=0

On a alors, pour tout n € N, B, C B,4+1 et Cpy1 C Cp. De plus,
+o0 +o0 +oo +oo
k=0 k=0 k=0 k=0

On peut donc appliquer le théoréme de la limite monotone dans le cas croissant a (B, )nen et dans le cas
décroissant a (Cy)pen -

+o0o +o0o n
P (U Ak> =P (U Bk> = ngrme(Bn) = nETooP (U Ak> .
k=0 k=0 k=0

+oo +oo n
P (ﬂ Ak> =P (ﬂ Ck> = nETmP(C") = nETooP (ﬂ Ak> .
k=0 k=0 k=0
O

Exemple 8. On lance indéfiniment une piece de monnaie. Montrer qu’il est presque certain d’obtenir au
moins une face, et qu’il est presque impossible de n’obtenir que des piles.

Solution.

Les résultats sur le conditionnement et 'indépendance vus sur un univers fini se généralisent & un univers
quelconque.

2.4 Conditionnement

Définition 2.10 : Probabilité conditionnelle

Soient (2,.4,P) un espace probabilisé et A et B deux événements tels que P(A) # 0. On appelle
probabilité de B sachant A le réel
P(AN B)
Py(B) = ————=.

La probabilité conditionnelle P4 permet de modéliser une situation pour laquelle I’événement aléatoire
associé a A s’est produit de maniére certaine. On peut définir une application

Py: A — [0,1]
B +— Py(B)

L’application P4 est une probabilité sur I’espace probabilisable (£2,.4).



Théoreme 2.11 : Formule des probabilités composées

Si (2, A,P) est un espace probabilisé et Ay, Ag, ..., A, des événements tels que P(A;N---NA,) #0
alors :

P ((n] Ak> =P (A1) P4, (A3) ... Pajrra, , (An).
k=1

Théoréme 2.12 : Formule de Bayes

Soient (£2,.4,P) un espace probabilisé et A et B deux événements de probabilité non nulle.

PA(B) = Pa(A)p -

Théoreme 2.13 : Formule des probabilités totales

Si (2, A,P) est un espace probabilisé et (Ay)ner un systéme complet d’événements, chacun de probabilité
non nulle, alors pour tout événement B, on a

P(B) =Y P(A,NB) =Y P(4,)P4,(B).

nel nel

Les démonstrations de ces théoremes sont similaires a celles vues dans le chapitre Probabilités sur un
univers fini.

2.5 Indépendance

La définition et les propriétés de 'indépendance de deux événements ne changent pas par rapport a celles
du chapitre Probabilités sur un univers fini. On adapte simplement celle de I'indépendance mutuelle pour
traiter le cas d’une famille (au plus) dénombrable d’événements.

Définition 2.14 : Indépendance mutuelle

Soient (£2,.4,P) un espace probabilisé et (A, )ner une suite d’événements. On dit que ces événements sont
mutuellement indépendants (pour la probabilité P) si pour toute partie finie J tel que J C I, on a

]P’(ﬂ An> =[] P(An).

neJ neJ

Exemple 9. On dispose de deux dés. On les lance simultanément une infinité de fois. A chaque lancer on
reléve la somme des chiffres des deux faces obtenues. Quelle est la probabilité d’obtenir 12 avant d’obtenir 7 ¢

Solution.
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